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一种接触区可调的曲线圆柱齿轮成形方法与理论验证

张学刚 谢永春 王鹏飞
（攀枝花学院 智能制造学院， 四川 攀枝花 617000）

摘要 为了提升曲线圆柱齿轮副的啮合性能，提出了一种可调整齿面接触区的成形方法。首先，

制定了调整齿面接触区的基本方案，即，大齿轮采用双刃面铣刀加工，小齿轮凹齿面和凸齿面分别

采用半径可调的外刃和内刃面铣刀加工；其次，基于啮合理论，推导了齿轮副的齿面数学模型；然

后，基于轮齿接触分析（Tooth contact analysis，TCA），建立了装配误差下齿面接触和传动误差的数

学模型；最后，通过 8组算例从理论上验证了所提出方案的可行性。研究结果表明,所提出的成形方

法是可行的，调整刀盘曲率半径可形成任意长度接触区的齿轮副，较大的齿面接触区可以提升齿轮

的力学性能，但是齿面接触区过大会增加传动误差的敏感性。
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Abstract To improve the contact performance of curvilinear cylindrical gears，a forming method for ad⁃
justing the contact area of tooth surfaces is proposed. Firstly，a basic scheme is established for adjusting the con⁃
tact area of tooth surfaces，which means the large gear is formed by a double-edged face-milling cutter，and the
concave and convex surfaces of the pinion are formed by the outer-edge and inner-edge face-milling cutters，re⁃
spectively. Secondly，mathematical models of the gear pair are educed based on meshing theory. Then，under as⁃
sembly errors，mathematical models of contacting and transmission errors are established based on tooth contact
analysis（TCA）. Finally，the feasibility of the proposed scheme is verified through 8 sets of examples. The re⁃
search results show that the proposed forming method is feasible. Adjusting the curvature radius of the cutter can
form gear pairs with any length of contact area. A larger tooth surface contact area can improve the mechanical
properties of the gear. If tooth surface contact area is too large，it will increase the sensitivity of transmission er⁃
rors.
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0 引言

曲线圆柱齿轮起源于 20世纪初期，在齿轮轴向

上，轮齿呈圆弧形，且两侧对称[1]，在传动过程中具

有润滑性能好、无轴向窜动力等优势[2]。齿轮副在啮

合过程中，根据齿面的不同接触形式，曲线圆柱齿

轮分为点接触和线接触两种，从宏观上较难判断属

于哪一种类型，这取决于齿轮副的加工方法。

关于点接触曲线圆柱齿轮，主流的方法是采用

双刃格里森盘形铣刀分别加工相互啮合的两个齿轮，

这种方法在很多文献中都介绍过，是迄今为止可行

性最强、研究最透彻的一种加工方法[3-5]。当然，为

了提高加工效率，也有学者研究采用改良的滚齿机

来加工点接触曲线圆柱齿轮[6-8]。这种齿轮的特点是

啮合时齿面接触区域较小，齿面所受压力较大，长

时间使用容易出现磨损、点蚀等失效，但是，由装

配误差引起的传动误差较小，更符合实际应用[9]。
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关于线接触曲线圆柱齿轮，从 20世纪 80年代开

始，就有学者对其进行研究[10-13]。一般采用两套不同

的单刃格里森盘形铣刀来加工成形，其中，一套单

刃铣刀用于加工齿轮副的凹齿面，另一套单刃铣刀

用于加工齿轮副的凸齿面。近年，也有学者提出采

用平行连杆机构[14-16]、行星齿轮机构[17-18]、设计专用

机床[19-20]等方式来加工。目前，这些加工方法中，只

有 20世纪末提出的采用单刃盘形铣刀加工最符合实

际，不需要额外设计专用加工装备，在现有机床和

刀具的基础上就可以完成加工。这种齿轮的特点是

齿面接触区为一条曲线，相对点接触齿轮来说，齿

面承受压力较小，抗齿面失效能力更强；但是，这

种齿轮装配困难，对传动误差极其敏感，不符合实

际情况[21]17-18。

为了解决点接触曲线齿轮接触区过小，线接触

曲线齿轮接触区过大的问题，本文中以格里森盘形

铣刀为基础，提出了一种可调整齿面接触区大小的

加工方法。采用双刃盘形铣刀加工齿轮副中的大齿

轮，两套不同的单刃盘形铣刀加工齿轮副中的小齿

轮。最后，从齿面几何拓扑、接触印痕和传动误差、

力学性能等几个方面验证了这种加工方法的可行性。

1 调整齿面接触区的方案

图1所示为利用双刃盘形铣刀所加工出的点接触

曲线齿轮在节圆柱表面处的啮合示意图。图1中，红

色区域为大齿轮的轮齿；蓝色区域为小齿轮的轮齿；

Rm为双刃盘形铣刀的平均半径；ΔD为假想装配下两轮

齿曲线圆心之间的偏距，ΔD=πm，m为齿轮模数。从

图1中可以看出，两齿轮的轮齿中间位置呈鼓形，两

端有间隙；轮齿啮合时，中间区域出现局部点接触。

图1 点接触曲线齿轮副啮合示意图

Fig. 1 Schematic of the meshing of point-contact curvilinear gear pair
如果要增大齿面的接触区，我们可以假设：适

当增加大齿轮（红色）的凸齿面（右侧）的曲率半径，

或者适当减小小齿轮（蓝色）的凹齿面（左侧）的曲率

半径。如果要调整其中一个齿轮齿面的曲率半径，

就需要对该齿轮的凹齿面和凸齿面采用两套不同的

单刃盘形铣刀独立加工，也就是说，加工一对齿轮

需要 3套不同的刀具：双刃盘形铣刀加工一个齿轮，

另外两套单刃面铣刀加工另一个配对的齿轮。那么，

如何合理地调整单刃盘形铣刀的曲率半径，从而达

到调整接触区的目的呢？

假设加工大齿轮的双刃盘形铣刀平均曲率半径

Rm已经选定，那么，当用于加工小齿轮凸齿面的单

刃盘形铣刀曲率半径 rib=Rm-πm/4，并且，用于加工

小齿轮凹齿面的单刃盘形铣刀曲率半径 rob=Rm+πm/4
时，可加工如图 2（a）所示的点接触曲线圆柱齿轮副。

当 rib=Rm=rob时，可加工如图 2（b）所示的点接触曲线

圆柱齿轮副，相对于图 2（a）而言，齿轮两侧间隙更

小，接触区变得更大。当 rib=Rm+πm/4且 rob=Rm-πm/4
时，可加工如图 2（c）所示的线接触曲线圆柱齿轮副，

齿轮两侧无间隙。

（a）点接触（rib<Rm<rob）

（b）点接触（rib=Rm=rob）

（c）线接触（rib>Rm>rob）
图2 齿轮副接触形式的演变

Fig. 2 Evolution of contact form of gear pairs
我们可以大胆猜测：若加工大齿轮的刀盘平均

曲率半径Rm已经选定，那么，加工小齿轮的刀盘曲

率半径满足关系 Rm-πm/4≤rib≤Rm+πm/4且 rob=2Rm-rib
时，可加工出任意接触形式的曲线圆柱齿轮副；随

着所选取的 rib增大，齿轮两侧的间隙逐渐减小，所

加工出的曲线圆柱齿轮副接触区域逐渐增加，直到

形成线接触曲线圆柱齿轮。

基于以上猜想，下面利用齿面数学模型、齿面

几何拓扑以及轮齿接触分析（Tooth contact analysis，
TCA）对其进行验证。

2 齿面数学模型

齿面数学模型是建立齿面几何拓扑模型和 TCA
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的基础。由于推导双刃刀盘加工曲线圆柱齿轮数学

模型的相关文献非常多，这里着重推导单刃刀盘加

工曲线齿轮的数学模型。

2. 1 大齿轮的齿面数学模型

采用双刃盘形铣刀加工大齿轮示意图如图 3所
示。图 3中，坐标系 S2（O2-x2y2z2）固定于齿轮毛坯的

中心，坐标系 Sb（Ob-xbybzb）位于刀头中轴线处，坐标

系 Sc（Oc-xcyczc）位于铣刀旋转中心，ψ为加工齿轮时

的广义转角。

图3 大齿轮加工示意图

Fig. 3 Schematic of the large gear processing
将刀头两侧的刀刃表达在坐标系Sb中,有
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式中，u2为刀刃长度变量；αn为压力角；上标 o为加

工凹齿面的铣刀外切削刃；i为加工凸齿面的铣刀内

切削刃；下标 b为所在坐标系。

在坐标系Sc中，刀刃构成的产形面为

r kc (u2，θ2 ) = M c，b (θ2 )r kb (u2 ) （2）
式中，Mc,b为坐标系 Sb到 Sc的变换矩阵；参数 θ2为刀

盘旋转角度变量；上标 k=i，j。
将产形面表达在坐标系S2中，有

r k2 (u2，θ2，ψ2 ) = M2，c (ψ2 )r kc (u2，θ2 ) （3）
式中，M2,c为坐标系Sc到S2的变换矩阵。

基于经典啮合理论[22]98-99，齿面啮合方程的工程

解法为

f (u2，θ2，ψ2 ) = ( ∂r
k2∂θ2 ×

∂r k2∂u2 )
∂r k2∂ψ2 （4）

将式（4）代入式（3）中，可求出两参数齿面方程。

2. 2 配对小齿轮的齿面数学模型

由于与大齿轮配对的小齿轮采用两套不同的单

刃盘形铣刀加工，因此，需要分为两道工序成形。

其中，一道工序是用带有外刃的盘形铣刀加工齿轮

的凹齿面，如图 4（a）所示。图 4（a）中，rob为外刃刀

盘曲率半径；另一道工序是用带有内刃的盘形铣刀

加工齿轮的凸齿面，如图 4（b）所示。图 4（b）中，rib

为内刃刀盘曲率半径。加工凸齿面时，刀盘旋转中

心需要偏置ΔE，为了保证齿轮副的正常啮合，ΔE=
πm/2-（rob-rib）。

将刀头的外刃和内刃表达在坐标系Sb中，有

r ib (u1 ) = r ob (u1 ) =
é
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（a）凹齿面加工

（b）凸齿面加工

图4 配对小齿轮加工示意图

Fig. 4 Schematic of the matching pinion processing
在坐标系Sc中，外刃构成的产形面为

r oc (u1，θ1 ) = M o
c，b (θ1 )r ob (u1 ) （6）

式中，

M o
c，b (θ1 ) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos αn sin αn 0 rob-sin αn cos αn 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

（7）

在坐标系Sc中，内刃构成的产形面为

r ic (u1，θ1 ) = M i
c，b (θ1 )r ib (u1 ) （8）

式中，
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（9）

将外刃产形面表达在坐标系S1中，有

r o1 (u1，θ1，ψ1 ) = M o1，c (ψ1 )r oc (u1，θ1 ) （10）
式中，
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（11）
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X o
t = r (sinψ - ψ cosψ ) + rob cosψ
Y o
t = r (cosψ + ψ sinψ ) - rob sinψ

式中，r为待加工齿轮的分度圆半径。

将内刃产形面表达在坐标系S1中，有

r i1 (u1，θ1，ψ1 ) = M i1，c (ψ1 )r ic (u1，θ1 ) （12）
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（13）

X i
t = r (sinψ - ψ cosψ ) + ( rib - ΔE ) cosψ
Y i
t = r (cosψ + ψ sinψ ) - ( rib - ΔE ) sinψ

小齿轮齿面啮合方程的工程解法为

f (u1，θ1，ψ1 ) = ( ∂r
k1∂θ1 ×

∂r k1∂u1 )
∂r k1∂ψ1 （14）

将式（14）分别代入式（10）、式（12）中，可求出

小齿轮的凹齿面和凸齿面方程。

3 轮齿接触分析

轮齿接触分析（TCA）是一项非常成熟的齿轮模

拟技术，主要目的是模拟齿轮副在装配误差下的齿

面接触印痕和传动误差。

图5所示为齿轮副装配误差的定义。假设小轮安

装于坐标系 S1上，大齿轮安装于坐标系 S2上，它们

的旋转中心与自身的Z轴重合。图 5中，坐标系 Sf为
全局坐标系，坐标系 Sk、Sl、Sm、Sn均为定义齿轮副

装配误差的辅助坐标系，分别定义两种偏置位移误

差ΔC、ΔA和两种扭转角度误差ΔH、ΔV，其中，ΔC
为中心距误差，ΔA为轴向误差，ΔH为轴扭转误差，

ΔV为轴交错误差。图 5中，ϕp和ϕg分别为齿轮副啮

合过程中小齿轮和大齿轮的转动角度。

图5 齿轮副装配误差坐标系
Fig. 5 Coordinate systems of assembly errors of the gear pair

小齿轮的凹齿面转换到坐标系Sf中，有

r of (u1，θ1，ϕ1 ) = M f，1 (ϕp )r o1 (u1，θ1 ) （15）
式中，矩阵Mf,1为坐标系S1到Sf的变换。

大齿轮的凸齿面转换到坐标系Sf中，有

r if (u2，θ2，ϕ2 ) = M f，nMn，2 (ϕg )r i2 (u2，θ2 ) （16）
式中，Mn,2为坐标系 S2到 Sn的变换；Mf,n为坐标系 Sn到
Sf的变换，即

M f，n = M f，kMk，lM l，mMm，n （17）
齿面接触点位置的求解，实质是两齿面的位置

矢量相等，同时齿面单位法向量也相等，即

ì
í
î

ïïr
o
f (u1，θ1，ϕp ) = r if (u2，θ2，ϕg )
nof (u1，θ1，ϕp ) = n if (u2，θ2，ϕg ) （18）

式中，nof 和 n if分别为小齿轮凹齿面和大齿轮凸齿面

单位法向量。

式（18）中有 6个未知参数，5个独立方程；若给

定小齿轮的转角 ϕp，可以求解出大齿轮的转角 ϕg。

那么，齿轮的传动误差为

Δϕ = zpzg ϕp - ϕg （19）
式中，zp和 zg分别为小齿轮和大齿轮的齿数。

齿面接触印痕（接触椭圆）可根据齿面接触点局

部的曲率求解，具体方法可参考文献[22]241-249。
4 算例分析

为了验证本文中所提及方法的可行性，以表1中
的参数作为算例的基本参数，分别探讨单刃刀盘半径

调整对齿面几何偏差、接触印痕、传动误差的影响。
表1 齿轮副基本参数

Tab. 1 Basic parameters of the gear pair

参数名称

齿数 z

模数m/mm
法向压力角αn/（°）

齿顶高系数a

数值

31（小）/40（大）

4
20
1

参数名称

齿根高系数 b

齿宽w/mm
刀尖圆角系数 ρ

数值

1. 25
30
0. 25

本文中总共设置了8组算例，每组算例的值都是

基于第 1节中的猜想而定（表 2）。表 2中，双刃刀盘

平均半径恒定不变，外刃刀盘半径由大到小，内刃

刀盘半径和偏置距离由小到大。
表2 加工齿轮副的刀盘曲率半径

Tab. 2 Curvature radius of cutter head for machining gear pair

1
2
3
4

60
60
60
60

63. 141 6
61. 570 8
60. 224 4
59. 102 4

56. 858 4
58. 429 2
59. 775 6
60. 897 6

0
3. 141 6
5. 834 4
8. 078 4

算例 Rm/mm rob/mm rib/mm ΔE/mm
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5
6
7
8

60
60
60
60

58. 204 8
57. 531 6
57. 082 8
56. 858 4

61. 795 2
62. 468 4
62. 917 2
63. 141 6

9. 873 6
11. 211 0
12. 117 6
12. 566 4

续表

算例 Rm/mm rob/mm rib/mm ΔE/mm

4. 1 单刃刀盘半径对齿面几何的影响

为了验证单刃刀盘曲率半径是否可以改善齿面

几何形态，这里将双刃刀盘和单刃刀盘所成形的齿

面进行对比。

基于表 1、表 2中的数据，半径为 60 mm的双刃

刀盘与对应半径的单刃刀盘所加工的小齿轮凹齿面

几何拓扑偏差如图6所示。

（a）算例1 （b）算例2

（c）算例3 （d）算例4

（e）算例5 （f）算例6

（g）算例7 （h）算例8
图6 小齿轮凹齿面几何拓扑偏差（μm）

Fig. 6 Geometric topology deviation of the concave tooth
surface of the pinion（μm）

从图 6中可以看出，随着 rob减小、rib增大，小

齿轮凹齿面两端的偏差逐渐增大，即采用单刃刀盘

加工的齿轮两端逐渐增厚，这说明采用单刃刀盘加

工可以起到调整轮齿几何结构的作用。其中，算例

1中的齿面几何偏差为 0，说明当 rob=Rm+πm/4、rib=
Rm-πm/4时，采用单刃刀盘加工和双刃刀盘加工是

等效的。

4. 2 单刃刀盘半径对齿面接触区的影响

齿面接触印痕分析可以直观观察齿轮副在啮合过

程中接触区的大小与位置。图7所示为无装配误差下

小齿轮凹齿面在啮合过程中的接触印痕。从图7中可

以看出，随着 rob减小，rib增大，小齿轮齿面的接触区

逐渐扩大，直到出现图7（h）所示的齿面线接触。也就

是说，当 rob=Rm-πm/4、rib=Rm+πm/4时，可加工出线

接触曲线圆柱齿轮副，与第1节中我们的猜想一致。

（a）算例1 （b）算例2

（c）算例3 （d）算例4

（e）算例5 （f）算例6

（g）算例7 （h）算例8
图7 无装配误差情况下小齿轮凹齿面接触印痕

Fig. 7 Contact pattern of concave tooth surface of the pinion
without assembly error

4. 3 单刃刀盘半径对传动误差的影响

由于没有对齿面修型，本文中所提及齿轮的

传动误差是线性的，取线性传动误差的幅值作为

考查对象。此外，将每一组算例设置 4种传动误

差分别为 ΔV=0. 2°、ΔH=0. 2°、ΔA=0. 5 mm、ΔC=
0. 5 mm，从而研究单刃刀盘曲率半径的变化对传

动误差的影响，如图 8所示。由图 8中可知，在存

在中心距误差 ΔC条件下，刀盘曲率半径的变化对

齿轮副传动误差无影响，且传动误差为 0；在另外 3
种装配误差条件下，随着 rob减小，rib增大，传动误

差幅值变大，从算例 5开始，传动误差幅值陡然增

加，说明当 rob>61. 795 2 mm时，随着接触区的增加

会提高传动误差的敏感性。
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图8 不同装配误差下传动误差幅值

Fig. 8 Amplitude of transmission errors under different assembly errors
4. 4 单刃刀盘半径对接触应力的影响

下面通过有限元法对以上算例的接触性能进行

研究，验证齿面的接触印痕与应力随刀盘半径的变

化规律。

本文中齿轮副有限元模型的边界条件、网格

划分方法等参见文献[21]3-16，齿轮材料属性：弹性模量

为 210 000 MPa，泊松比为 0. 3，阻力矩为 150 N·m，
单元和节点数分别为208 642和1 022 970。

图 9所示为小齿轮在两个啮合周期内的Mises接
触和弯曲应力分布情况。由图 9（a）中可以看出，随

着 rob减小，rib增大，齿面接触应力减小，这是由于齿

面接触区增大所致。从图 10所示的 3个典型算例可

以看出，齿面的接触区是逐渐增加的，与第4. 2节中

的描述一致。对于算例 1~算例 6，整个啮合周期中，

最大接触应力出现在接触位置 10，这是由于齿轮啮

合到位置 10齿轮的齿顶出现棱接触，使接触应力激

增，如图 10（a）所示。对于算例 7、算例 8，最大接

触应力出现在接触位置 9，此时出现齿顶棱接触，

如图 10（b）所示，由于这两个算例的接触区印痕较

长，所以齿顶有两处棱接触。从图 9（a）中算例 1和
算例 8的接触应力曲线对比可以发现，极限点接触

（算例1）的接触应力大约是线接触（算例8）的4倍。

图 9（b）所示为 8个算例的齿根弯曲应力，由

图 9（b）中可知，齿根弯曲应力的演变规律和接触应

力类似，随着 rob减小和 rib增大，弯曲应力逐渐减小。

在 1个啮合周期中，算例 8的齿根最大弯曲应力发生

在接触位置 11，对应的应力云如图 10（c）所示，当下

一个轮齿进入啮合时，存在最大弯曲应力；算例 1~
算例7的最大弯曲应力同样发生在下一个轮齿进入啮

合的时候，这里不再展示应力云图。在接触位置 10
处的弯曲应力出现了一次激增，这是由于齿轮的啮

合从双齿接触逐渐进入单齿接触状态，齿面载荷增

加，导致齿根弯曲应力增加。

（a）齿面最大接触应力

（b）齿根弯曲应力

图9 小齿轮积分点最大Mises应力

Fig. 9 Maximum Mises stresses at the integration point on the pinion
对于点接触的曲线齿轮来说，齿根弯曲应力主

要集中在齿轮的中间部位，这一点可以从图 10（b）中

明显看出来；对于线接触曲线齿轮来说，齿根弯曲

应力主要分布于齿轮两端附近，如图 10（c）所示，此

外，线接触齿轮的弯曲应力在齿轮宽度方向上分布

相对更均匀，因此，接触区更长的曲线齿轮可以起

到降低弯曲应力的作用。

（a）算例1：接触位置10
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（b）算例7：接触位置9

（c）算例8：接触位置11
图10 小齿轮节点Mises应力云图

Fig. 10 Mises stress contour at the node on the pinion

5 结论

提出了一种通过调整单刃刀盘半径的方式来调

整接触区大小，并通过一系列算例对方案进行验证

分析。经分析，得出如下结论：

（1）采用双刃盘形铣刀加工齿轮副的一个齿轮，

两套单刃盘形铣刀分别加工另一个配对齿轮的凹齿

面和凸齿面，通过对单刃盘形铣刀曲率半径的调整

可达到改变接触区大小的目的。

（2）当两套单刃刀盘曲率半径 rob=Rm+πm/4、rib=
Rm-πm/4时，采用单刃刀盘与曲率半径为 Rm的双刃

刀盘加工是等效的，可加工出接触区大小完全相同

的点接触曲线圆柱齿轮，齿根弯曲应力主要位于轮

齿中间部位；当两套单刃刀盘曲率半径 rob=Rm-πm/4、
rib=Rm+πm/4时，可加工出线接触曲线圆柱齿轮副，

齿根弯曲应力主要位于轮齿两端。

（3） 随着外刃刀盘曲率半径 rib增大，齿面的接

触区逐渐增加，但是，rib选择过大，传动误差的敏感

性将会增加。

（4）增加齿面接触区，可以起到降低齿面接触

应力和齿根弯曲应力的效果，提升传统点接触曲线

齿轮的力学性能。
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